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Vektoren wie dem Ortspfeil OP bzw. dem Ortsvektor p = OP, Geraden, Flachen und anderen geometrischen Objekten)
in kartesischen Koordinatensystemen (d.h. orthogonalen Koordinatensystemen — im Schulalltag wegen mathema-
tisch positivem Drehsinn typisch rechtshindige); 2-dimensional, d.h. Abbildung von Fldchen, wie gewohnt
als (x]y)-Dupel -Tupel) der Ebene, im 3-Dimensionalen als (x|y|z)- bzw. (x|x2|x3)-Tripel 3-Tupel) im
Raum (in der Relativititstheorie kommt 4-dimensionale Darstellung als (c-#|x|y|z)-Quadrupel (4-Tupel) fiir den Minkowski-Raum/die Raumzeit
=um Einsaz). Hier einmal drei Beispiele eines Koordinatensystems fiir die Darstellung im Raum [mit

P = (1 |2|3)] {auf kariertem Papier wird die Achse nach vorne im 45°-Winkel gezeichnet und um % -v/2 72 0,7 verkiirzt, also eine Diagonale eines

Kistchens statt 2 Kistchenldngen — entspricht ‘1.” bzw. ‘33}:
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1. Logische Erweiterung des 2-dim. KS; 2. ISTEX-Standard mit PSTricks. 3. G8-KS (x; sonst Vektorkoordinaten).

Punkt im Raum durch Quader eindeutig.

O Abstand zweier Punkte A und B bzw. Strecke von Punkt A zu Punkt B:
Im 3-Dimensionalen gilt mit A = (a;|az|a3) und B = (by|b2|b3):

AB= /(b1 —a1)?+ (by — a2)? + (b3 — a3)?. Allgemein fiir n Dimensionen: AB= /X | (b; —a;).

O Vektoren:

b1 —a
Die Koordinaten eines Vektors ergeben sich iiber: AB = bz —da) (der auch Verbindungsvektor genannt wird).
b3 — a3

_)
Die Linge des diesen reprisentierenden Pfeiles, der Betrag des Vektors: ’AB

%
stand der beiden Punkte, d.h. }AB‘ = \/(bl —a )2 + (bg — a2)2 + (b3 — a3)2 (bzw. ‘j| =/(a1)?+ (a2)*+ (a )2) .
Neben dem Betrag besitzt der Vektor auch eine Richtung — hat aber keinen festen Start- oder End-
punkt, sondern kann beliebig parallel verschoben werden.

Der Ortsvektor ist ein fester Vektor, der beim Koordinatenursprung: O = (0[0]0) beginnt (vgl. Abb.
- = - —

, entspricht dem Ab-

oben: OP = p; der spezielle Ortsvektor o = 0O, dessen Koordinaten alle 0 sind, heiBt Nullvektor [keine Richtung!]).
BN ai b ar+b

Die Summe zweier Vektoren ergibtsichals: a +b = a |+ | b2 | = | a2+ b2

(analog Differenz: es sind nur *+’- durch ‘—’-Zeichen zu vertauschen). as b3 az+bsz

Die Multiplikation von Zahl s, auch Skalar genannt, und Vektor a (Skalarmultiplikation’) ergibt sich als:

aj s-aj
_>
s-a=s-a |=1|sa |, se€R.
as s-az
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O Vektoren (Fortsetzung):
Fiir Vektoren sind w1e_t>)el Zahlen Kogmutatlv— Assoziativ- sowie Distributivgesetz giiltig. .
Ein Ausdruck wie r- a +s- I +1t- ¢ bezeichnet man als Linearkombination der Vektoren a, b

%
und ¢, die reellen Zahlen r, s und ¢ als Koeffizienten.

Wenn zwei Vektoren Vielfache voneinander sind, bezeichnet man sie als kollinear urim Beirag unterschiedtich: |
So wie (zwei oder mehr) kollineare Vektoren nur eine Gerade aufspannen, spannen (drei oder mehr)

komplanare Vektoren (auf Grund der linearen Abhingigkeit) nur eine Ebene auf.

O Geradengleichung:
Mit dem Stiitzvektor {oder Aufpunktvektor} p der einen Punkt der Geraden festlegt (d.h. (pilp2lp3) € g),

und dem Richtungsvektor 7, gilt die Parametergleichung: g: Y= p +r- 7; reR, U #+ 0.

. . - = = = - =
Zweipunktgleichung: g: x = a +r- ( b—a ); reR, d, b Ortvekioren zu den Geradenpunkien A, B € R3.

Spurpunkte sind Elemente einer Geraden, bei der mindestens eine Koordinate verschwindet, d.h. Schnittpunkte der Geraden mit einer Koordinatenebene.

O Lagebeziehungen zwischen Geraden im Raum (Testen auf Parallelitéit und Schnittpunkt):

Zwei Geraden g und 4 im Raum R (in R? existiert die letzte Moglichkeit ‘windschief” nicht) konnen:

1) identisch sein, d.h. jeder Punkt der einen Gerade ist Element der anderen Gerade, somit sind deren
Richtungsvektoren kollinear (die Erfiillung dieser Kollinearititsbedingung wird manchmal bereits ‘parallel’
genannt, so dass bei Punkt 2 von ‘echt parallel” gesprochen wird) und es ist zudem zu priifen, dass z.B. ein
Aufpunkt der einen Gerade auch Element der anderen Geraden ist (eher uniiblich aber OK: g || h);

2) zueinander echt parallel sein (g || #, zum Abgrenzen vom 1. Punkt wird ‘echt’ zugefiigt) und somit
keinen gemeinsamen Punkt besitzen — weisen dafiir kollineare Richtungsverktoren auf und der
Aufpunkt der einen Gerade ist nicht Teil der anderen Gerade;

3) sich schneiden, d.h. hier gilt wie beim letzten Punkt 4: g |/ & und sie besitzen einen gemeinsamen
Punkt, den man durch Gleichsetzen der beiden Geradengleichungen erhilt;

4) zueinander windschief sein, sind nicht parallel zueinander und haben keinen gemeinsamen Punkt.

O Skalarprodukt von Vektoren und Orthogonalitit:
Als erstes Produkt von Vektor mal Vektor lernt man das Skalarprodukt kennen (2B. bei geleisteter Arbeit
W Emech _F. s —F.s cos(9) = F; -s), dessen Name schon andeutet, dass das Ergebnis eine Mal3zahl ist:
b =a;-b+ay- b2+a3 b3—’a} ’b’ COS
Es gllt dass zwei Vektoren @ =+ o und B =+ o genau dann orthogonal sind, d.h. L b wenn
deren Skalarprodukt verschwindet, d.h. wenn gilt: 4B = O

L . — = e
Uberdies gilt fiir den Winkel @ =< (a, b): cos(@) = W, ¢ € [0°;180°[.
al-|b
O Vektorprodukt, duBleres Produkt oder Kreuzprodukt von Vektoren [LK/eA]:
Als zweites Produkt mit ‘Vektor kreuz Vektor’ kommt das Kreuzprodukt (z.B. Lorentz-Kraft: Fo—gq-v xB,
- = o . . .
Drehimpuls: L = r x p), bei dem die Komponenten zyklisch vertauscht (d.h. 1,2,3; 2,3,1; 3,1,2) vorkommen:

a2~b3—a3-b2
— = A T e " — O - =
a X b - a3'b1_a1'b3 - C;mitcla/\CLbSOWie‘C‘:F(vonaundhaufgespanmenParallelogramms):‘a|<|b‘-sin((p).
a1~b2—a2-b1
. -  — — = — - — — =, >~ — -
Esgil: bxd=—dxb; dx(b+)=dxb+dxdc; dx(rb)
— = — - . .
axb =0 < aund b sind kollinear.

axb

(—> —>)’

O Spatprodukt und Volumen eines Parallelepipeds/Spats [Lk/eA]:
Eine Mischung aus den beiden Produkten von Vektoren ist das Spatprodukt, das Skalarprodukt aus
dem Kreuzprodukt zweier Vektoren und einem dritten Vektor ist: (7 X 7) 7.

—
VPara]]eleplped = } ( axb ) - C } der Betrag ist Wichtig, da es eine Orientierung durch das Vorzeichen gibt: ‘+’ bei einem Rechtssystem) .

Es gilt: (7 X b ) . ? ( b x ¢ ) (? X 7) . ? (zyklisch vertauschbar);
(? X Z)) =4 (7 X 7) (E) X Z)) T=0s 7,7,? sind komplanar.
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O Ebenengleichung:

Jede Ebene E lisst sich durch die Parametergleichung der Ebene in der Form:

—_ oo T e
E: —p+ru+sv nseR, u#o, v+o, ulfv

beschrelben wobei x Ortsvektor eines beliebigen Pun_l><tes der Ebene E ist.
Der Vektor p heif3t Stutzvektor die beiden Vektoren # und v heifen Spannvektoren

- = - —
Mit Normalenvektor 77 = # x v gilt die Normalenform: E: (X =7p ) =0.
- - = = . = -
Mit dem normierten und orientierten Normalenvektor g ng || n A ’no‘ =1 A x-ngp>0gilt die Hesse’sche Normalform
2.

E: x -nyp =d mit d: Abstand vom Koordinatenursprung; Abstand von Punkt Q zur Ebene: d(Q,E) = ‘OQ- no—d ]

O Lagebeziehungen von Gerade und Ebene im Raum:
Bei Gerade g: x, = p +7r- % und Ebene E: )Eg) =q +s- 7 +t- w hefert der Ansatz )Tg) = )Eg)
1) unendlich viele Losungen: g liegtin E, d.h. g C E (wie bei 3 sind UV w komplanar)
2) genau eine Losung: g durchstoBt E (bzw. g und E schneiden sich in einem {Durchsto-} Punkt);

3) keine Losung: Gerade g ist parallel zu Ebene E [d.h. U (7 X 7) = 0} und ein Punkt der Geraden
ist kein Punkt der Ebene.

O Lagebeziehungen zwischen zwei Ebenen im Raum [LK/eA]:
Untersucht man, ob sich zwei Ebenen E und E; schneiden, so kommt man mit dem Ansatz xg, = xg,
fiir das sich ergebende lineare Gleichungssystem (LGS) auf:

1) unendlich viele Losungen ohne Beziehung zwischen den Parametern: die Ebenen sind identisch
(nur anders parametrisiert, daher nicht direkt erkennbar), die vier Spannvektoren sind komplanar und jeder

Punkt der einen Ebene ist auch in der anderen (nur ein Punkt ist zu iiberpriifen, um von 3 trennen zu kénnen);

2) unendlich viele Losungen mit Beziehung zwischen den Parametern: es gibt eine Schnittgerade
8 §CEI N gCEy;

3) keine Losung: die Ebenen E; und E» liegen parallel zueinander ohne gemeinsamen Punkt.

O Matrix mal Vektor [LK/eAl:
Ein Produkt von m x n-Matrix (m Zeilen, n Spalten) mal n-Vektor (quasi eine n x 1-Matrix) liefert einen
m-Vektor (quasi m x 1-Matrix), d.h. die Spaltenzahl der Matrix muss mit der Zeilenzahl des Vektors
identisch sein — sonst ist die Multiplikation nicht definiert (vgl. Zusammenfassungen zur Linearen Algebra).
Bei analytischer Geometrie — zumeist im R3 — haben wir quadratische Matrizen (n x n; d.h. fiir uns
zumeist 3 x 3) multipliziert mit einem ebenso dimensionierten Vektor (n = 3), wobei gilt:

- myy mpp mp3 X1 mi1 - X1 +mp - Xy +mi3-x3
M(nxn) "X )= | m21 m2 mp3 |- | X2 | = | m21-Xp+mp-Xp+m3-x3 |,
m31 mzp ms3j3 X3 m31 - X1 +m3p - Xp +m33 - X3

d.h. die i-te Zeile der Matrix konnte man als Vektor schreiben (statt waagerecht von links nach rechts nun
senkrecht von oben nach unten) und diesen mittels Skalarprodukt mit dem Vektor multiplizieren und erhélt
somit die i-te Koordinate des Ergebnisvektors (mit i € [1;n]).

O Drehmatrix oder Rotationsmatrix [LK/eAl:
Im 2-Dimensionalen, d.h. in R?, gilt fiir Drehung um den Ursprung gegen den Uhrzeigersinn:

R (s i)

Im 3-Dimensionalen, d.h. in R?3, gilt fiir Drehung um die x/y/z-Achse (Ursprung 0 = (0[0/0) bleibt Fixpunki):

1 0 0 cos(@) O sin(o) cos(@) -sin(@) O
Rio=| 0 cos(p) —sin(@) |;Rye= 0 1 0 ;R.o=| sin(@) cos(@) O
0 sin(@) cos(@) —-sin(@) 0 cos(o) 0 0 1

. . — .= .
Jeweils ergibt R- p den gedrehten Punkt, wobei p der Ortsverktor des zu drehenden Punktes P ist.
Fiir (p = (0 wir aus einer Rotationsmatrix die Einheitsmatrix, deren Diagonalelemente ‘1°, die anderen ‘0’ sind.
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O Anwenden auf eine Pyramide [geloste Aufgabe, GK/gA]: X3
Zeichne die Pyramide mit quadratischer Grundfldche G der Ecken:
A=(1]0]-1), B=(1|2|-1), C=(-1|2|-1), D= (-1]0|-1) 9 E

und der Spitze: E = (0|1|2) in ein Koordinatensystem.
[Losung siehe Graph rechts.]
Bestimme die Hohe der Pyramide hp = FE.
Da sich die Spitze E mittig iiber der Grundfliche G mit den
Eckpunkten A, B, C, D befindet und diese parallel zur x;-x;-Ebene
liegt, kann man die Hohe durch Differenz der x3-Koordinaten 2
bestimmen, d.h.: hP =2— (—1) =3 (Angaben in Lingeneinheiten LE). 3
Berechne das Volumen des Pyramidenstumpfes Vswqmpt
unterhalb der x;-x>-Ebene.
Fiir eine Pyramide gilt allgemein: V = % -G - h. Somit ergibt sich das Volumen des Pyramiden-
stumpfes als Differenz der Volumina von Gesamtpyramide und der Pyramidenspitze oberhalb der
x1-xp-Ebene. Das letzte Puzzlestiick besteht aus den DurchstoBpunkten der Kantengeraden mit
Schnittpunkt E durch die x;-x;-Ebene, um die Grundfliche G’ der Pyramidenspitze zu bestimmen —
oder alternativ durch Ausnutzung der linearen Beziehung der Grundfliche bei x3 = 0 zu bestimmen:

G=(2-2-1)2-20)=(4)?=1—17 (mFE=LF). Somit gilt:
VSturnpf = Vges — VSpitze = % : (22 -3— 1,72 : 2) =4— 1,% = Z,W (Angaben in Volumeneinheiten VE:LE3).

Berechne die Linge der Kante EB.

X1

2

1 0 1 1
EB=(B-¢) = 2|-(1]] = 1 || 1|=0242432=14+149=11
-1 2 3) \-3

= EB =+/11 ~ 3,32 (Angaben in LE).

Bestimme die Fliche einer Pyramidenseite, z.B. B, C, E, d.h. Fp 5.
2

N 1 1 ) )
BC = (¢-TD) = 2= 2 —( o] [ o|l=440+0=4
-1 -1 0 0

= % = \/Z =2 (dies konnte man direkt sehen, da die Strecke nur in x;-Richtung verlduft; Angaben in LE).
hS,Z =ME = \/0 +149=vV10~ 3, 16 LE {oder nach Satz des Pythagoras: hs, = Vg +FM? =32+ 12 = V10}.
Fp sy = % g hg = % ‘BC-ME =1.2./10~ 3,16 (Angaben in Flicheneinheiten FE = LE?).

Bestimme den Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten durch E, z.B. 4 (B, E,C).

J(B,E,C) =4 (ﬁ,ﬁ) = arccos (%?%) = arccos (ﬁ) = arccos (1) ~ 31, 1°.

|EB-|E
Berechne den Schattenpunkt S der Pyramidenspitze E in der Ebene von G, wenn die Sonnen-
-2
strahlen dem Vektor | —1 | folgen.
-3 N 0 -2 X1,8 B -2
Die Sonnenstrahlgerade durch E liefert: gsp: x = 1 | +r-| -1 | =| x5 | = 0],
2 -3 -1 -1

da die Ebene von G durch x3 = -1 bestimmt ist und sich der Schattenpunkt somit darstellt als: S = (x 1,8 |x275) = (—2|0) .

Hinweise:

Durch die hochst symmetrische Pyramide sind viele Aufgaben sehr einfach zu 16sen — die gezeigten
Berechnungen sind aber bei weniger einfachen geometrischen Gegebenheiten notwendig.

Diese Aufgaben sind nur als Startpunkt der Berechnungsiibungen gedacht und auf das Grundkurs-
niveau beschrinkt. Interessanter wird es, wenn auch das Kreuz- und das Spatprodukt bekannt sind,
die sich z.B. fiir geometrische Beweise anbieten (begleitet von Operatoren wie: ‘zeige’, ‘weise nach’, ‘erldutere’, ...).
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Struktur des Vorgehens zum Erlernen der Analytischen Geometrie:

> Lineares Gleichungssystem (z.B. zur Schnittberechung zweier Geraden etc.)
[LB, S. 10-14; KT S. 64]

> Karthesisches Koordinatensystem und Punkte & Vektoren im Raum (RR?)
[LB, S. ]7-20, RKs S.23 +24 {2x} + 25 + 28 {2x} + 29 + 34 {2x} & KT S. 65 + 66 {ersterAbschnilt}]

> Winkel im Raum/Skalarprodukt
[LB, RKSs S. 39 + 40 px} + 44 (21 + 45 & KT S. 66 {2.4. Abschnitt} |

> Geraden im Raum: Parameterdarstellung & Lagebeziehung
[LB, RKs S. 48; Darstellung S. 56 & KT S. 66 {ab 5. abschniv} + 67]

> [Wenn Zeir] Ebenen im Raum: Parameterdarstellung & Lagebeziehung
[LB, RKs S. 74, 85, 95; Tabelle S. 90; Schaubild S. 94 + 99 & KT S. 104 — 106]

LB - eingefiihrtes Lehrbuch: “Elemente der Mathematik”, Analytische Geometrie etc., RP, GK. Schroder/Westermann, ISBN 978-3-507-88416-8, 206 S. (geb.), 2020;

LB - eingefiihrtes Lehrbuch: “Elemente der Mathematik”, Analytische Geometrie etc., RP, LK, Schroder/Westermann, ISBN 978-3-507-88428-1, 398 S. (geb.), 2018
[allerdings hier GK — LK (Auswahl): 10 — 10,38 — 43,47 — 52,72 — 80, 82 — 92,93 — 104];

RKSs: Rote Kisten/Essenz;
KT: Klausurtraining/Das Wichtige im Uberblick.



