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Indexschreibweise in der Relativitatstheorie

Sei B = {¢],é,,¢;} eine Menge dreier linearer, unabhingiger Vektoren aus E>, d.h. B sei allgemeine, nicht
notwendigerweise orthonormale Basis der E°.
Man definiert: g = gy, := €; - & mit det (gix) # 0 (vgl. Gramsche Matrix).
3

Fiir ein beliebiges X € E} gilt: X = in .¢;=x'-¢ =& -x, wobei in den letzten Ausdriicken die Einsteinsche

i=1
Summenkonvention verwendet wurde, bei der immer iiber gleiche gegenstindige Indizes (oben - unten)
summiert wird (Ricci-Kalkiil). Es folgt: ¥-§ = (x-&;) - (y* - &) =& & -x' - yF = gip - - Y.
Man sagt deshalb, dass die gy die Metrik bestimmen und nennt (g;) die metrische Matrix oder kurz Metrik.
Sei nun A eine Transformation der Basis B, &; — &;' = A¢; = &, -A!; mit det (A) #0, d.h. A € GL(3,R),
soist {€,/,&,',¢3'} wieder eine Basis. Man beachte hierbei die Summation iiber den Zeilenindex, was
dem Matrixprodukt mit der transponierten Matrix entspricht.
Es ergibt sich die passive Transformation der Vektorkoordinaten von festem X:
¥=x"-8'=x"-A!;- = x' - &; man nennt dies , kontravariante* Transformation relativ zur
Bas1stransformat10n, da die Form der beiden Gleichungen x' = Al; - xund &’ = A!; - & unterschiedlich ist.
Deshalb heiBen die x' kontravariante Komponenten von X.
Fiir die aktive Transformation von Vektoren gilt: ¥ — ¥ =AX=x"-A&i=x'-¢;/' =A!; - x'. ¢, =3 -@,.
Sei {x&!,x¢?,x¢>} die zu B reziproke (oder duale) Basis, d.h. es gilt: x& - &, = &/ = { (1)2; i ;Z .
Eine solche Basis kann man immer finden; physikalische Anwendung: Kristallographie
Mit Hilfe der %€’ lassen sich die kontravarianten Komponenten leicht berechnen: ¥ =x!-&, denn die
skalare Multiplikation mit &’ ergibt: ¥ - x&' = &' - X = x' - &' - & = x'.
% kann auch nach der dualen Basis entwickelt werden: ¥ = *&' - x;, wobei analog gilt: x; = €; - X.
Fiir die passive Transformation der x; ergibt sich: x} = ¥-&;' =X+ ¢, -Al; = x; - Al;; da dies die
selbe Form hat wie &;’ = &, - A;, nennt man die x; die kovarianten Komponenten von X.
Analog zu gy = &; - € definiert man: g/* (= gk') := x&’ - x&*. Man findet folgende Zusammenhiinge:
& =gk *e%; x; = g - Xl =% x g g =85 (89) = (gu) " somit gilt:
X5 =gi-x-yk = -yi = g x; - yi; man beachte: g = ¢ und gt = gui.
[ heiBt Linearform, wenn gilt: / : E? — R mitX+—[(¥) € Rund [ (A-X¥+pu-5) =A-1(X) +u-1(7).
Es ergibt sich die Komponentendarstellung: [ (¥) = [ (x'- &) = x-1(&;) =: x' - [; und es gilt:
Il:=10" = AK; - Iy, deshalb heiBen die [; = [ (¢;) die kovarianten Komponenten von ,
wobei 1, 15,13 die Linearform in £ 3 eindeutig festlegt.
Nach dem Satz von Riesz kann jede Linearform als Vektorprodukt eines festen Vektors aufgefasst werden,
dh.[(X)=1-X= (x&-X)-l; =x'-I;; [ist dabei Normale auf den Flichen /(%) = const..
Im euklidischen Raum sind Linearformen und Vektoren dquivalent.
t heiBt Bilinearform oder Tensor (2. Stufe), wenn gilt: 7 : E3 x E3 — R, (X,5) — ¢ (X,¥) € R, wobei ¢ sowohl
beziiglich ¥ als auch beziiglich ¥ linear ist.
Es ergibt sich die Komponentendarstellung: ¢ (X,y) = ¢ (xi -8, yk- Ek) =x-y*-1(&,,8) =:x' - y* -1y, wobei
man die #;; kovariante Komponenten des Tensors ¢ beziiglich der Basis B nennt.
Tensoren transformieren sich wie folgt: t/, :=1(&;’,éx') =ty -Al; - A™;, die Tensorkomponenten transformieren
also mit dem Produkt der Transformationsmatrix. In der Physik wird ein Tensor durch die #;; und obiges
Transformationsverhalten definiert. Diese Definition ist sinnvoll, denn #], - x' - y/* =t - x* - y&.
1 :=1 (x&',x€") heiBen kontravariante Komponenten, 1/ := ¢ (x&',&) und t,* := 1 (&, &%) heiBen gemischte
Komponenten des Tensors 7. Das ,,Herauf-“ und ,,Herunterziehen” von Indizes gestaltet sich sehr einfach, da der
Formalismus praktisch von selbst rechnet, z.B.: tix = gir - t'x = gir - gm - 1™ t' = g - ty; ete. .
Mit zwei Linearformen a und b kann man einen Tensor definieren: ¢ (¥,¥) := a (¥) - b (¥) mit den Komponenten
ti = a (&) b (&) = a;- bx; man schreibt auchr = a®@b (£ b®a) oder a® b.
Der ,Eins“-Tensor 7 wird durch 1 (%,¥) := X-¥ definiert.
Er hat die Komponenten: I'y = %&' - &, = &8¢, Iy = gu, I'* = g'*.
IYIan nennt f eine lirleare Vektgrfunktion, wenn f DB — B X— f()_c') € E3 mit
FO-X+u5) =1 F @) +u-FG). o )
Komponentendarstellung einer linearen Vektorfunktion: f (¥ ) f (x &) =k F (@) = fi -5
kovariante Komponenten von f: f;(X) =& f (¥) = & - fy - x* =: fux - x*.
Die Matrix (f;) legt f in Bezug auf die Basis B fest.
fix kann als Matrix einer Bilinearform = eines Tensors aufgefasst werden:

t(F.X) =5 f(R) =7 fi-xk =& fi-y" -2 = fy- x5y, also gilt 1y = fix.



s Lol jmb-edu.de, © 1994 - 2019 Relativititstheorie (uni-zusammenfassung) ~ 7. Semester 18.03.2019

Die Spur eines Tensors tr (1) = = Zt (*E’i, E',-) ist basisunabhéngig, da

1
t/ii =t (*5” E,/) t(*éw EZ) Ali =t (Al *&'! g[) =t (*EI,EZ) = tll.
Der Prozess ,,Gleichsetzen eines kontravarianten (= obigen) mit einem kovarianten (= unteren) Index und
Summation heifit Kontraktion oder Verjiingung. ,.Die Zahl tr (¢) ist jiinger als der Tensor #'; .
Man nennt einen Tensor symmetrisch, wenn 7 (¥,¥) = 7 (¥,%) gilt; dann folgt fiir die Komponenten:
g i i ik _ ki
tik = tei, t' = ' und ¢t = ",

Man nennt einen Tensor antisymmetrisch, wenn 7 (¥,¥) = — (¥,¥) gilt; dann folgt fiir die Komponenten:
fix = —tyi, 1 = —tk' und 1% = —¢k.
Durch 5 (%,5) := 1 - (t (¥,7) +1 (¥,%)) und 5 (¥,¥) := 5 - ( (%,§) — ¢ (¥,¥)) wird ein beliebiger Tensor ¢

symmetrisiert bzw antisymmetrisiert. Diese Prozesse smd unabhiingig von der Basis!
Esgilt: tr(t4) =0und tr(ts) =tr (¢), dh.tg:=15— % tr (r)- Lerfiillt tr (t5) = 0
Man kann also jeden Tensor in irreduzible Bestandtelle zerlegen: t =tg+1a + 2 tr (¢)- 1.

Die Trilinearform ¢ (¥,¥,7) definiert einen Tensor 3. Stufe mit den Komponenten: t,kl, tha, 1%, 1 1) ete. .
Im dreidimensionalen Raum spielt der total antisymmetrische Tensor 3. Stufe, der Levi-Civita oder e-Tensor,
0 : mindestens 2 Indizes sind gleich
eine wichtige Rolle: € := 1 : (ikl) ist eine gerade Permutation von (1,2,3)
—1: (ikl) ist eine ungerade Permutation von (1,2,3)
Verhalten des e-Tensors bei Transformationen: sﬁkl = €jmn AT A AT = det (A) - iy mit
det (A) = €jn - Al - A" - A", Der & Tensor ist also invariant unter Elementen aus SL(3 IR)
Samtliche Definitionen sind auf einen n—dimensionalen Raum E” ubertragbar,
allerdings ist der e-Tensor im E" von der n—ten Stufe: €;,. ,-
Multiplikation von Tensoren: Sei ¢ ein Tensor dritter Stufe, s ein Tensor zweiter Stufe, dann wird
t ® s definiert durch: (¢ x s) (%,¥,Z,4,w) :=t (¥,¥,2) - s (i, w); das Tensorprodukt ist von 5. Stufe.
Kontraktion oder Verjl'ingung' Durch fy - s'y =: uj, wird ein Tensor 3. Stufe definiert.

Eikl - 8Jml 51 5km 5m 5/( Eikl - 8Jkl 2- SJ (Zl‘Xb)'Zﬁikl-ak-bl.
i

Die spezielle Relativitatstheorie

In der speziellen Relativititstheorie werden Raum und Zeit zu 4 Dimensionen zusammengefasst, dem Minkowski-
Raum. Bei ausgezeichnetem Ursprung kann jedem ,,Raum-Zeit-Punkt* (oder Ereignis oder Weltpunkt) ein
Vierer Vektor zugeordnet werden:

X0 1 0 0 O
c-t x! S . 0O -1 0 O .
_ _ . N\
x= ( P ) =1 2 | Nun gilt die Metrik: g,y = g"" := 0 0 -1 0 , wobei manchmal
X 0 0 0 -1

auch eine andere Metrik benutzt wird, z.B. das (—1)—fache bzw. die 1 mit anderem Vorzeichen rechts unten.
Diese Metrik heif3t indefinite oder pseudo-euklidische Metrik.

Es gilt also: x-y = x* -y, = g -2t -y¥ = 1%y —%.¥.  Klassifikation der Vektoren:

x? > 0 : zeitartig mit x° > 0 Zukunft und x° < 0 Vergangenheit; x> = 0 : lichtartig; x*> < 0 : raumartig.

Yy —vB 00
1 —.
Mit: B:= - undy:= \/17——[32 lautet die spezielle Lorentz-Transformation: A := % B (Y) (]) 8 ,
0 0 0 1

dh.x¥ =7 (x0—B-x") undx!" =7. (x' = B-x0).
Alle Lorentz- (L—) Transformationen lassen die Metrik (g,v) und die Lichtgeschwindigkeit ¢ invariant;
L— Gruppe :={A : "A(gu) A= (g)}-

d d d 1 d

Mlta‘u::@,a/'l::a—x’ubZW.a():@:E'g,

elektromagnetischen Feldtensor F* bzw. dem dualen Feldtensor FP#V (vgl. ,Gegeniiberstellung:
MKSA- und GauB-CGS-System*) ergeben sich die folgenden wichtigen Gleichungen im GauB3-CGS-System:

4. 4.
9P =2t 9, =0, aHFD*“V S0; PN SO QAN QAM=0; TAY =TT,

dem 4-er Strom j*, dem 4-er Potential A* und dem

]ll ret 3./ : !
/ = ql| d’x mit t.,=
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Allgemeine Relativititstheorie

Die Allgemeine Relativitétstheorie wird im 4- dimensionalen Riemannschen Raum formuliert, in dem
jeder Punkt mit generalisierten Koordinaten (xo xh a2, x ) bzw. x* mit u € {0,1,2,3} bezeichnet wird,
einer zeitartigen und 3 raumartigen Koordinaten.

Wie bei der Speziellen Relativititstheorie wird iiber gleiche, gegenstindige Indices nach der

Einsteinschen Summenkonvention summiert, allerdings ist die Metrik g,y nicht notwendig die Metrik

des Minkowski Raumes: ds*> = (dxo)2 — (dx')2 — (dxz)2 — (dx3)2 (manchmal wird statt der gebriuchlicheren
Signatur (+ — ——) auch (— +++) verwendet, vgl. ,Indexschreibweise in der Relativititstheorie®),

sondern in der Regel ortsabhédngig. Nach dem Relativitdtsprinzip lassen sich aber fiir jeden (aber dann festen)
Punkt Koordinaten finden, fiir die die Christoffel-Symbole (s. u.) und damit alle partiellen Ableitungen

des metrischen Tensors verschwinden, da man ein gravisches Feld ,,wegtransformieren” kann. An diesem
Punkt kann dann durch eine weitere lineare Koordinatentransformation die Metrik zu der des flachen Raumes
(Minkowski Metrik) reduziert werden [mit x” = ct, (x',x?,x*) sind die Cartesischen Koordinaten].

Das von Einstein 1907 postulierte Relativitétsprinzip lautet in drei dquivalenten Formulierungen‘

Schwere my, und trige Masse m; sind gleich d’z

S g i g miﬁ = —mqu)(x) mit q) —G/ |_, _,,|
Gravitationskrifte sind dquivalent zu Beschleunigungskriften;
Im lokalen Inertialsystem (Satellitenlabor) gelten die bekannten Gesetze der Speziellen Relativitétstheorie
ohne Gravitation.
Bei Koordinatentransformationen von x* zu x’* transformieren sich kontravariante Vektorfelder A*

und kovariante Vektorfelder B, wie folgt: i e . Y
N )

und analog Tensoren beliebiger Stufe. Alle Informationen des gravischen Feldes enthilt der symmetrische
(gyv = gv,) kovariante Tensor 2. Stufe g,v, auch metrischer Tensor oder Metrik genannt, da fiir das
Raum-Zeit-Intervall ds? gilt: ds? = gy dx* dx".

BV)

Der zum metrischen Tensor kontravariante Tensor ist sein Inverses: g,y gw‘ = 83,‘.
Mit g,y bzw. g*¥ konnen Indizes herunter- bzw. heraufgezogen werden:

Ay=gwA", A" =g" Ay, analog fiir Tensoren.
Unter der Annahme einer negativen Determinante des metrischen Tensors definiere man:
g=—det (g,v) = —€"HMIE o0 g1, 82y, &3uy > 0, wobei € das Levi-Civita-Symbol (ein Tensor 4. Stufe) ist,
1 falls (o, ,7,9) eine gerade Permutation von (0,1,2,3) ist,

definiert durch: €**®:={ —1 falls (a,B,7,8) eine ungerade Permutation von (0,1,2,3) ist,
0  sonst.
Die partielle (kovariante) Ableitung ist z.B. fiir ein Vektorfeld A, definiert durch:
0A,
av A'u = AMV = A,u‘v = y

Das Christoffel - Symbol Fﬁx ist definiert durch:
1 .
Fﬁ}h = ) g,uc (gGV,K +8chv — gvk,c) ,und es gilt: Fﬁ}h = F‘}tw Fyx = [In (\/E)],y;

Transformationsverhalten: 1":/“ )= % gxi:’ % .+ % (3%/5, FC}L ist also kein Tensor.
Durch die folgenden Gleichungen wird die kovariante Ableitung definiert (§ ist Skalar):
Apv =AYy = gif —Th Ay, Ao =Aw|e = aA—HGV — Ty Ay — T A
Al =AY, = gf +1%, A, A 5 =AY g = a%v 4TV, A
Su =S| = > =Su= Sy, Ay =Ay o 1= =5 +TG Akv*FﬁcA"x;

M
analoge Gleichungen gelten fiir andere Tensoren hoherer Stufen als 2.
Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors (und seines inversen Tensors) verschwinden, es gilt also:

xS

Euvih = 0, g'uv;k =0, 8ou Aty =Acy G'UA wy = AG-v, etc.
dx*
Die Vierergeschwindigkeit von Materie ist gegeben durch:  u! = s , wobei T= — > die Eigenzeit
s c

entlang der Weltlinie x“(s) ist.

d’x* dx dx"
ds? Tl ds ds

Mit der Massen-Energie-Dichte € und dem Druck p kann man nun den Energie-Impuls-Tensor

einer perfekten Fliissigkeit definieren: TV = (e+ p)u*u’ — pgt, mit Ty =Ty,

fiir den die Kontinuititsgleichung (Erhaltung von Massen-Energie und Impuls) gilt: ~ T#"., = 0.

Die Bewegung eines Teilchens im Gravitationsfeld ist gegeben durch: =0.
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Ay sei der kovariante Vektor (oder 0-Form oder Koordinatenfunktion) des elektromagnetischen Potentials A
(1-Form): A=) Avdx', Ay:=A(dy) und F:=dA =Y dAyAdx' =YY d,AvdxNdx",
Y v vV ou

dh. F = Z Fyydx* Adx” (2-Form) mit Fy = F (dy,0y) = dyAy — dyA, = i v— iv
e oxH 0x

Ay=Av,— Ay,
o E' E* E

—E! 0 B -B

~E? B 0 B!

-E3 B> B! 0

und F,y = —Fy,, heiBt der kovariante elektromagnetische Feldstirkentensor oder Faradaytensor.

Mit der Komplexeigenschaft der Cartanschen (oder dufleren) Ableitung d od = 0 folgt dF = ddA =0,

da dx*(dy) = dyx" = 8, und Fyy = ,dh. Foy=E', Fx=Y euB'
I

andererseits aber auch: dF = Z Z o) Fuv dx* NdF NdxY = homogene Maxwellsche Gleichungen:
A U<V

1) dF (91,02,03) = 8131 — 0 (731) +8sz ( Bz) +83B3 —0d3 (733) =0

= divB=0;

2) dF (99,02,03) =99 B' — 9y (—B') +03E* — 03 (—E?*) 4+ 02 (—E°) — 2 E> =0
dF(a(),aLal):aoBzfao (7Bz)+81E3 ( (
dF(a(),al,az):aoBz'fao (733)+82E] (

— rotE = —B (E - _F, B’:E).

Die Maxwellschen Gleichungen werden beschrieben durch: dF =0 und dx*F = j,

mit j als Viererstromdichte,und dj=0 entspricht der Kontinuitétsgleichung.

RO, ist der durch R, = l'“’ l'“’ vt g, l"“ —I7, Ty definierte Riemannsche Tensor,

der Kriimmungstensor genannt w1rd da er genau dann verschwindet, wenn der Raum nicht gekriimmt ist.
Fiir jeden kovarianten Vektor A, gilt: Ay — Ay = A RO

AuBerdem gilt: Ry oyy = —Rour = Rouvs  Rown = Rviops  Ropwn + Rony + Rova =0

und die Bianchi-Identitét: ~ R® .0 + R oy + R ppiv = 0.

Durch Kontraktion des Kriimmungstensors erhélt man den Ricci-Tensor: R,y := g° Ryuov = R®ov, d.h.

1
A I° —1° 1t A e
Dyt F,UV 2o~ Lo Tve = NG {Fyv \/é_’} x—[ln(\/E)]W— ver  Ruv = Ryy

Kriimmungstensor und Ricci-Tensor werden von manchen Autoren auch mit umgekehrtem Vorzeichen definiert.
Durch erneute Kontraktion erhilt man aus dem Ricci-Tensor den Kriimmungsskalar: R = g*¥ R,y = R"y.
Der Einstein-Tensor GV ist definiert durch: G = R*Y — % g™ R.
Aus der Bianchi-Identitit folgt: ~ R®yn.p — R®vp:n — R ypry = 0.
Mit Kontraktion (6 = V) folgt: ~ Ry.p — Ryp — R ypn:6 = 0
Anwendung von g™ ergibt (wegen Rc’}‘p;m = R;‘pr;c)i R, — 2R7‘p;;h =0 = g" R, —2RM, =0.
Daraus folgt schlieBlich: ~ G*V,, = [R* — 1 g" R] +=0.
’ 1 &G

Die Einsteinschen Feldgleichungen (des Standardmodells) lauten: Gy = R,y — 5 gwR=—"Tw (1915).
c

es gilt: Ry = Fuv 2

G ist dabei die Newtonsche Gravitationskonstante; mit der kosmologischen Konstante A
(mit Dimension einer reziproken Flache) erhélt man die (urspriinglichen und allgemeineren) Einsteinschen

Feldgleichungen: Ry — % gwR—Agw = % Ty | wobei ein positives A zu einer repulsiven Kraft,
c

ein negatives A zu einer attraktiven Kraft fiihrt (zusitzlich zur attraktiven Gravitationskraft).
Zum genaueren Verstindnis der Feldgleichungen betrachte die Zusammenfassung zur ,,Kosmologie*.



